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Ecuaciones Diferenciales II. Examen VIII

Ejercicio 1. Dado un campo vectorial continuo X : R × Rd → Rd, se supone que
x(t) es una solución maximal del problema

x′ = X(t, x), x(t0) = x0,

con intervalo maximal ]α, ω[. Se define la función

y(t) = x(−t), t ∈ ]−ω,−α[ .

Encuentra un campo continuo Y : R×Rd → Rd de manera que y(t) sea solución de

y′ = Y (t, y), y(−t0) = x0.

¿Es y(t) solución maximal? Justifica la respuesta.

Ejercicio 2. Para cada n ⩾ 1 la función fn : [0, 1] → R es continua y cumple

fn(t) =
1

n
+ et

∫ t

0

fn(s)ds.

Demuestra que la sucesión {fn} es uniformemente acotada.

Ejercicio 3. La solución del problema de Cauchy

x′ = x+ tx3, x(0) = x0

se denota por x(t;x0). Prueba que x(t;x0) está bien definido en t ∈ [−1, 1] cuando
|x0| es suficientemente pequeño. Prueba que, para cada t ∈ [−1, 1], se cumple

x(t;x0) = x0e
t + o(|x0|) si x0 → 0.

Ejercicio 4. Se usa la norma Eucĺıdea en R3 y se supone que X : R× R3 → R3 es
un campo continuo que cumple

⟨X(t, x), x⟩ ⩽ −2 si ∥x∥ = 3.

Se supone que x(t) es una solución maximal del problema x′ = X(t, x), x(0) = 0.
Demuestra:

a) ∥x(t)∥ < 3 para todo t ∈ [0, ω[

b) ω = +∞.

Ejercicio 5. La función F : [−1, 1]×R → R, (t, x) 7→ F (t, x) es continua y cumple
la condición

|F (t, x1)− F (t, x2)| ⩽ L|x1 − x2|, ∀(t, x) ∈ [−1, 1]× R,

con L < 1
2
. Para cada n = 1, 2, . . . se supone que xn : [−1, 1] → R es una función

continua que cumple

xn(t) =
1

n
+

∫ t

−t

F (s, xn(s))ds.

Demuestra que la sucesión {xn}n⩾1 converge uniformemente en [−1, 1].
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